FONCTIONS POLYNOMES

1. Fonction polynéme de degré quelconque

1.1. Définition

On appelle fonction polynéme (& coefficients réels) de degré n (n € N) toute fonction P définie sur R dont

I'écriture peut se ramener alaforme:

PX)=a, X"+ an1 X"+ ...+ aX + 3 Ol ag, ay, ...

,anréelsaveca, =0

Le terme ayx" sappelle mondéme de degré p. On note n = deg(P).

Exemples et contre-exemples :

e Lafonction P définie par P(x) = 7x° — 5x* + 3x — 11 est une fonction polynéme de degré 6.

e Toutes les fonctions puissances d'exposants entiers : p(x) = x (p eN) sont des fonctions polynémes de

degré p (avec la convention 0° = 1 lorsque p = 0).

e Lesfonctionsaffines x = ax+ b, avec a = 0, sont des fonctions polyndmes de degré 1.

¢ Lesfonctions constantes x = k, avec k # 0, sont des fonctions polyndmes de degré 0.

e Lafonction Q définie par : Q(X) = X + x + % n'est pas une fonction polynéme.

e Attention aux faux-amis! Lafonction f définie par f(x) = X

apres simplifications, on obtient f(x) =

4

5 est une fonction polynéme de degré 2, car
X +1

x4 —
X2 —

x? — 1. Cependant, la fonction g définie par g(x) = i n'est pas

une fonction polynéme car non définie pour x = +1.

Remarques :

¢ Une fonction polyndme a coefficients réels est continue sur R. (Voir lecon sur le calcul différentidl)

e Une fonction du type P(x) = @, X" + a1 X" + ... + aX + @, ol tous les coefficients ag, &, ...

, @, sont des

réels nuls sappelle la fonction polyndme nulle. Une telle fonction polynéme n'a pas de degré. (En fait, on

considere, par convention, que c'est —o afin d'assurer la comptabilité de certaines relations sur les degrés)

e On peut définir des fonctions polyndmes avec des coefficients dans un ensemble A autre que R. (Cela peut

étre par exemple le corps des nombres complexes C). Cependant I'ensemble A doit posséder un certain

nombre de propriétés algébriques (A doit &re un anneau commuitatif'®).

@

Notion de groupe
Un ensemble G est un groupe s il est muni dunel.c.i
* (loi de composition interne) vérifiant les trois
propriétés suivantes:
e Existence dun éément neutree:
VXeG,exXx=Xx*e=x
e Asxociativitédelaloi * :
VX, Y,Z€ G, (X*Yy)*z=X*(Y*2Z)=X*y*Z
e Existence d'un symétrique pour tout x de E :
VxeG,ye Gt quex*y=y=*x=e
Si depluslal.ci. est commutative :
VX, ye G Xxxy=y*X
Alors le groupe (G, *) est dit commutatif (ou
Abdlien). Danscecaslaloi * sera souvent notée +, le
neutre e noté 0 et le symétriquey noté —x.

Notion d' anneau
Un groupe commutatif (A, +) est un anneau sil est muni d'une seconde l.c.i. notée
généralement multiplicativement vérifiant les propriétés suivantes:
e Asociativité delamultiplication :
VXY, Ze A, (XXY)xZ=XXx(Yx2)=XxYyxZ
o Digributivité par rapport al'addition :
VXY, Ze A (X+Y)XxZ=XXZ+Y XxZeZx (X+Y)=ZXX+ZxY

e Existence dun @ément neutrenotél :

VXeAlxx=xx1l=X
Si depluslasecondel.c.i. est commutative :

VX, Yy € AXXY=YXX
Alorsl'anneau (A, +, x) est dit commutatif
Un anneau commutatif A dans lequel tout @ément non nul est inversble pour la
multiplication (Vx € A, Jy € Atd quex x y = 1) est appelé un corps. (L'inverse y de x
sera souvent noté x %)
Unanneau Aestintégres : Vx,y e A, xy=0 = (x=00uy=0)
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e On appelle polyndme P sur un anneau A, toute suite (a,) (n € N) d'déments de A tous nuls sauf un nombre
fini. L'indice n du dernier éément non nul de la suite (il existe en général puisque seuls un nombre fini
d'déments de la suite sont non nuls. Le seul cas ou I'entier n n'existe pas est lorsgue tous les ééments de la
suite (a,) sont nuls) sappelle le degré de P. On note X le polyndme défini par la suite particuliere
(0;1;0;0;...;0; ..). Xsappelel'indéerminée (c'est un polyndme particulier). On montre alors que tout
polynéme P de degré n peut sécrire P = a,X" + ... + a;X + ag ol X" désigne la suite (0; ...;0;1;0;..)
avec un "1" en n"™ position (Cest le coar de la construction de la théorie des polyndmes, mais la
démonstration n'est pas a la portée de ce cours ...). Enfin, précisons que s un polyndme P a tous ses
coefficients nuls, on dit que P est le polyndbme nul et avec la méme convention que pour les fonctions
polyndmes, on pose alors deg(P) = —.

o |l est d'usage de confondre fonction polyndme et polyndme. Cela est loisible lorsgue les coefficients sont
dans R (ou dans un corps commutatif). Mais un tel abus peut tomber en défaut si les coefficients sont dans

un anneau A non intégre. (Voir divers encadrés ci-dessous)

Exercice : Soient P et Q des fonctions polyndmes non nulles. Démontrer que:
deg(P + Q) < max(deg(P) ; deg(Q)) et deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)

Notons P(x) = @, X" + anq X" + ... + &X + 8 avec a, # 0 & Q(X) = byX™ + byaX™™ + ... + byX + by avec by, = 0.
Pour lasomme P + Q, distinguonstrois cas:
e Sim<nalors, P(X) + Q(X) = a, X" + ... donc deg(P + Q) = deg(P).
e Sin<malors, P(X) + Q(X) = bX™ + ... donc deg(P + Q) = deg(Q).
e Sin=malors, P(X) + Q(X) = (a, + by)X" + ...

¢ Sia,+by,=0aorsdeg(P + Q) = n=deg(P).

¢ S a,+b,=0,aorsdeg(P + Q) < n, c'est-a-dire deg(P + Q) < deg(P).
Bilan : danstous les cas, on adeg(P + Q) < max(deg(P) ; deg(Q))
Pour le produit PQ, on écrit PQ = (a, X" + an1 X" + ... + aX + ag)( byX™ + bnaX™™ + ... + by + by)
En développant, on obtient : PQ = a,b,x™™ + ... (termes de degré inférieurs)
En général (et notamment s |es coefficients sont rédls), a,by, = 0 (puisque a, = 0 €t by, = 0).

Donc, en général, deg(PQ) = n + m= deg(P) + deg(Q) . Si les coefficients ne sont pas rédls, on peut ne pas avoir I'égalité
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)
Dans 4/, , considérer P= 2 X et Q= 2 X (deg(P) = deg(Q) = 1)

PQ= 2Xx 2X= 4 X?= 0, donc deg(PQ) = —o

2. Division euclidienne d'un polynédme A par un polynéme B (non nul)

Dans ce paragraphe, les polyndmes considérés sont a coefficients réels (ou dans un corps commutatif K).

On rappelle que dans ce cas, si A et B sont des polynémes non nuls, on a: deg(AB) = deg(A) + deg(B).

2.1. Théoréme
Soient A et B deux polyndmes a coefficients réels (ou dans un corps commutatif K) avec B = 0.
Il existe un unique couple (Q, R) de polyndmes a coefficient rédstelsque:

A =BQ+ Ret deg(R) < deg(B)
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Exemple et calcul pratiguedeQ et R:
A=X -7+ 17X* - 17X+ 6

B=X*-5X+4

On pose la division en utilisant les mémes principes que pour la division des nombres:
X -7+ 17X - 17X+ 6 X2 —5X + 4

X* = 5X3 + 4x° X2 —2X+3

—2X3+13X2 - 17X+ 6
—2X3 + 10%? - 8X
3X°-9X +6
3X? — 15X + 12
6X -6
OnadoncQ=X*-2X+3 & R=6X-6.

Ce qui nous permet d'écrire:

X -+ 17X - 17X+ 6= (X2 —BX+ 4)(X*—2X+3) +6X -6
Démonstration du théoreme 2.1.
Unicité du couple (Q, R) :

Supposons qu'il existe des couples (Qy, Ry) et (Q,, Ry) de polyndmestels que :
A=BQ:+R =BQ:;+ R,
avec deg(R;) < deg(B) et deg(R;) < deg(B).
Posons : Q=0-QeR=R-R,
Ains : BQ=BQ,-BQ,=R,- R =R
Et comme et deg(R;) < deg(B) et deg(R,) < deg(B), on en déduit :
deg(R) < deg(B) (*)
Mais par ailleurs, s Q # 0, on a: deg(R) = deg(BQ) = deg(B) + deg(Q).
Commedeg(Q) = O puisque Q= 0,ona: deg(R) = deg(B) (*%)
La condition () contredit (%) donc Q = 0.
On en déduit Q; = Q, et donc BQ = R=0d'ol Ry = R,, d'oli I'unicité du couple (P, Q).
Existence du couple (Q, R) :

Notons:

A(X) = ax? + ... (termes de degrés inférieurs) avec d = deg(A) et donca = 0

B(x) = b x" + ... (termes de degrés inférieurs) avec n = deg(B) et donc b = 0
Sid<n,aorsQ=0e R=A conviennent (puisque A=B x 0+ A avec deg(A) < deg(B))

Supposons désormaisn = d :

Considérons le polyndmes Q, défini par : Qy(X) = — x%™" (bien défini car b = 0)

oo

Onaains:QB= = x3"x(bx"+..)=ax?+..

a
b
Si on poseaors: A; = A — QB, on obtient alors un polynéme de degré d; tel qued,; < d.

Maintenant, s d; <nalorsQ = Q, & R= A; conviennent (puisque A = BQ; + A; avec deg(A,) < deg(B))

Sinon, on réitére le procédé comme ci-dessus en construisant des polyndmes Q, et A, apartir de A, e B :
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Qu(X) = % x5 et A, = A — QB

ou a; désigne le coefficient principal de A;.

Ainsi, on vérifie que : deg(A,) < deg(A;) < deg(A) et A=B(Q; + Q,) + Ay.

Et ains desuite...

Le processus sarréte nécessairement au bout d'un nombre fini N d'étapes (puisque la suite des degrés (dy) est

une suite d'entiers naturels strictement décroissante, donc il existe un rang N tel quedy <n. Onaaors:
A=B(Q:+Qx+ ...+ Qn) + Ay

Lespolyndmes Q = Q; + Q; + ... + Qn & R= Ay conviennent (puisque deg(Ay) < deg(B))

Exemple: En reprenant

A=X -7+ 17X - 17X+ 6

B=X°-5X+4

et ladivision poséeci-dessus, ona: N=3, Q= X?*; Q, = —2X et X3 = 3.

Cas particulier : st R=0, alors A = BQ, on dit aors que le polyndme B divise A.

3. Racine d'un polynéme et factorisation d'un polyndme

3.1. Définition
On appelle racine rédlle d'une fonction polyndme P (a coefficients rédls) tout réd A tel que:
P(\) =0.

Exemples:
e Trouver lesracines delafonction polynéme P définie sur R par : P(X) = (x — 1)(¢ —x — 1).
Il y auneracine évidente : x, = 1. Les autres sobtiennent en &udiant le trindme x* — x — 1.
1++/5 1-+/5
=

> e Xx3=

e Lesfonctions polyndmes du 1% degré x > ax + b (ol a et b sont des rédls avec a = 0) admettent toutes une

OnaA=5doux, =

. b
seuleracineh =——.
a

e Certaines fonctions polynémes n'ont aucune racine réelle. Par exemple x* + 1 qui est strictement positif.
Remarque : une fonction polynéme sans racine rédle est nécessairement de signe constant (puisque

continue).

3.2. Théoréme
Si une fonction polynéme P a coefficients rédls de degré n (n = 1) a une racine rédle x = A, alors on peut
factoriser P(x) par (x—2) :

P(x) = (x— ) Q(x) ol Q est une fonction polynéme de degré n— 1.

Exemple : ce théoréme est quatidiennement illustré par les égalités remarquables :
X —a’ = (x—a)(x+a)
Xy = (x+Y)0¢ -y +Y)

X"—a"= (x—a)(x"t + ax™ + ... + a™ %) (vérification facile)
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Démongtration :

On effectue la division euclidienne de P par X — A. D'aprés le théoréme, il existe un couple (Q, R) de polynémes
telsque: P=(X-21)Q+ Ravec deg(R) < deg(X — A)

Or, deg(X — A) = 1, donc deg(R) = 0 ou —. R est donc une fonction polyndme constante.

Par ailleurs, A est uneracinede P. On adonc: 0=P(A) = (A — A)Q(A) + R(A)

Donc R(A) = 0. Donc R est lafonction polynéme nulle et le théoréme est pratiquement démontré. 11 reste encore
a prouver que deg(Q) = n — 1, ce qui est une conséquence de la relation deg(P) = deg(X — 1) + deg(Q) (On a
égalité puisgue les coefficients sont réels) d'ou : n= 1+ deg(Q), c.q.f.d.

3.3. Théoréme

Une fonction polyndme P de degré n e N a coefficients réels possede au plus n racines rédlles.

Démonstration :

Ce théoréme peut ne pas ére valable 5 les
Puisque P aun degré, P n'est pas lafonction polynéme nulle. coefficients sont non rédls:
Raisonnons par |'absurde. Si 1a fonction P posséde p racines avec p > n, Dans 24, , considérer P= X*— 1
en notant Aq, .. , A, ces racines, on a, daprés le théoreme de P est de degré 2 et posséde pourtant 4 racines:
factorisation (appliqué p fois) : P(1) = P(3)=P(5) = P(7)=0

P(X) = (X = A)(X = A2) ... (X = Ap)Q(X)
ol Q est une fonction polynéme de degré n — p < 0, donc Q = 0 &, par suite, P = 0, ce qui contredit I'hypothése
initialed'ou p < n.

Lafonction polyndme P posséde donc au plus n racines réelles.

3.4. Cordllaire
Une fonction polynéme P a coefficients réds de degré n admettant plus de n (ou une infinité) de racines réelles

est lafonction polynéme nulle.

Démongtration :

Si P n'est pas lafonction polyndme nulle, alorselleaun degré n € N et d'aprés le théoreme 3.3. admet au plus
n racines réelles. Donc s elle admet plus que n (ou une infinité) de racines réeles, elle est nécessairement
nulle.

Application : démontrer que deux fonctions polyndémes P et Q a coefficients réds de degré au plus n qui
coincident en n + 1 points sont égales.

Il suffit de considérer la fonction polyndme P — Q qui est de degré au plus n et qui posseden + 1 racinesrédlles.

Donc, d'aprésle corollaire, P — Q est lafonction polynéme nulle donc P = Q.
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4. Egalité entre deux polyndmes

4.1. Définition

o Deux fonctions polyndmes P et Q sont égales si : P(x) = Q(x) pour tout x € R
(Cest I'égalité telle qu'dlle a é&é définie pour les fonctions)

e Deux polyndmes P et Q sont égaux s les suites qui les définissent sont égales.

(Cexi entraine nécessairement : deg(P) = deg(Q) et les coefficients des mondmes de méme degré de P et Q sont égaux)

Exemples:
o LesfonctionsP et Q définiespar : P(X) = X* + 1 et Q(x) = (& +/2 x +1)(¢ —/2 x +1) sont-elles égales ?

OnaP0)=Q0)=1;P(1)=0Q1)=2;P-1)=Q(-1) =2¢et P(2) =Q(2) = 17.
P et Q semblent égales, cependant il faut le vérifier pour toute valeur de x € R. Ce qui peut érelong s I'on
ne dispose de critére plus adapté.

e Lesfonctions Ret Sdéfinies par R(X) = x* — 2 —x* + 2x et Y(x) = X* — x sont-elles égales ?
OnaR(0)=90)=0,R(1) =91)=0,R(-1) = 5-1) =0 et R(3) = 3) = 24.

Laencore, R et Ssemblent égales alors qu'dles ne sont pas du méme degré.

Le théoréme suivant est un critére pratique pour comparer des fonctions polynémes :

4.2. Théoréme Ce théoréme peut ne pas é&re valable s leg
) . . o 3 3 ) coefficients sont non réels:
Deux fonctions polyndmes P et Q a coefficients réels sont égales ssi : Dans %/, , considérer P=X et Q= X
—elles ont méme degré P(0)=Q0)=0,P()=Q(1)=1 &
— les coefficients de leurs mondémes de méme degré sont égaux. P(2)=Q(2)=2.0naP=Q eP=Q.

Autrement dit, des fonctions polyndmes a coefficients réds sont égales s et seulement s leur polynémes
correspondant le sont.
Démonstration : Soient P et Q des fonctions polyndmes a coefficients réds.
Notons:
P(X) = @, X" + an1 X™ " + ... + aX + & (n est le degré de P donc a, = 0)

Q) = bX™ + braX™ + ... + byx + by (M est le degré de Q donc by, = 0)
Supposons P = Q (C'est-a-dire, d'aprés la définition P(x) = Q(x), pour tout réd x) avec pour fixer les idées
I'hypothésen = m.
Alors: P(X) —Q(X) = aX" + ... + (@m—bm)X™ + ... + (a1 — by)X + (ap — by)
En outre P(x) — Q(x) = O pour tout réel x, donc lafonction polynéme P — Q admet une infinité de racines, c'est
donc la fonction polynéme nulle.
Par conséquent, tous ses coefficients sont nuls, doncag=bg ; a;= by ; ... ; an = by, €& N = M puisqu'on ne peut

avoir a, = 0 par hypothése. La réciproque est évidente.

Exemples : poursuivons les deux exemples précédents :
e En développant Q(x), on obtient : Q(X) =x* — V233 + X+ V25 =28 + V2 x+ X —2x+ 1 =X+ 1= P(X)

e R e Sne sont pas de méme degré donc dles ne sont pas égales. (Pour sen convaincre complétement,
caculer R(2) et X2))
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Exercices:

e Factoriser P(x) = 3x* — 5x* — x — 2 sachant que P(2) = 0. (En effet, P(2) = 24— 20 -2 -2 =0)
D'apreés |e théoréme de factorisation, on peut écrire
P(X) = (x — 2)(@ + bx + ¢) = ax® + bx? + cx — 2ax? — 2bx — 2¢ = ax® + (b — 2a)x* + (c — 2b)x — 2c.
On utilise maintenant e théoréme 3 pour identifier les coefficients a, b et ¢ avec ceux de P(X) :

a=3;b-2a=-5;c—-2b=-1et-2c=-2dolP(X) = (x—2)(3 + x+ 1).
On ne peut pas factoriser davantage car le trindme 3x? + x + 1 est toujours strictement positif.
(En effet, A=-11<0eta=3>0)
L'intérét de ce théoréme est toujours la résolution d'équations et d'inéquations :
PX)=0=x=2eP(X)>0 x> 2.

e Résoudrel'inéquation X° —2x* =23 + 4% +x—-2> 0
Il y adeux racines évidentes 1 et —1. En factorisant, on obtient : (}* — 1)(* = 2 —x + 2).
Il y aencore 1 et —1 comme racines évidentes, on aboutit alorsa: (¢ — 1)%(x — 2).
On conclut facilement : S=[2; +ol u{-1} U{1}

e Résoudre x’ —x? — 14x + 24 = 0 sachant que 2 est racine. Réponse: S={2; 3 ; —4}.
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